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Benierkung zur  Axiomatik der Größen  und  Mengen. 
Von 
A. Schoenflies in  Frankfurt  E. M. 
In dem Artikel ,,Zur Axiomatik der Mengenlehrd"') habe ich die Axiome, 
die sich mit den Gebieten der ihiuivalenz, der Mengenteilung und Mengenuer- 
gleichung beschaftigen, einer Fzörterung unterzogen.  An zwei Resultate dieses 
Artikels knüpfe ich hier an.  Erstens einmal, da die in ihm durchgeführten 
Untersuchungen auf die Elemente der Mengen gar nicht eingehen, so stellen sie, 
allgemein gesprochen, axiomatieche Betrachtungen über Größen und Größen- 
beziehungen dar, an denen die Mengen ja  Teil haben; und zweitens hatte eine 
der dort analyeieieten Beziehungen den Gedanken nahegelegt, auch Größen ent- 
gegengesetzter Art (resp. Mengen von zweierlei Art von Elementen) in Betracht 
zu ziehen, und auf sie die oben genannten Operationen auszudehnen.  Hier~u 
gebe ich im folgenden einige Ergiinzungen. 
~.ereite  a. 8.0. war bemerkt worden, daß  es  naturgemiiß  der Untersuchung 
bedarf, ob für die m charakterisierten Mengen die weiteren dgemeinen Bätze 
der C8i1.tomhen Theorie in &aft  bleiben.  Inzwischen hat mir Herr A.  FriLnkel 
mitgetelt, daß  für dae von mir konstruierte Beispielschon  ein Teil der in meinem 
Artikel  zugrunde  gelegten Axiome versagt;  und zwar  ein Teil der Axiome 
üb=  !Teilmengen. aer  Teilmengen habe ioh zwei Axiome an die Spitze ge- 
stellt.  Wird  die BeIjehung, daß  M' Tehge  von M  ist, durch 
N'tM  -;. 
bezeichnet, so Guten diese Axiome: 
I. Aus  M't M und M"t M'  folgt M"t M (der assoziative Charakter des 
Teilmengeqbegnffs  ) . 
TI.  Jede  Teilmenge M'  von M  beeht  eindeutig eine zweite Teilmenge 
d;Z, von M,  die ihre Komplementärmenge bezüglich M heißt, 
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Von  diesen grundlegenden Axiomen  vmagt für daa  a. a. 0.  behandelte 
~eispiel  das zweite; das erste bleibt-bestehen. Das Beispiel war so erdacht, 
dtlß man als Größen einseitig bem  Geraden von unendlioher Lange, aber 
von  zwei entgegengesethn Richtungen wWte, da  Teilmenge jeden eben€& 
unendlichen  Bestandteil zWt  und die  Aquivalem  z. B. duroh  eindeutige 
&lichkeiteabbildung  definiert.  In  der Tat bleibt dann daa erste Axiom er- 
hal&n, b  zweite aber nicht.  Wenn man niimlich von einer solchen heden 
eine Teilmenge M'  im  obigen Sinne abspaltet,  so bleibt außerdem noch ein 
alhher  Abschnitt  übrig,  und  der entspricht unserm Begriff  der Teiimmge 
nicht mehr.  Das nämliche gilt für das  zweite a. a. 0. behendelte Beispiel. 
Diese von Herrn Winkel bemerkte Tatsache ist auoh deshalb von Interesse, 
weil sie den Teilmengenbegriff  und seine Eigenart in neuer Weise beleuchtet. 
Sie zeigt närnlioh in erster Qnie die Unabhäsgigkeit der &ome  I und 11, sie 
zeigt auhrdem, daß dar Teilmengenbegriff gewisee mathematische Operationen 
auch dann noch dßt,  Fenn das  Komplementärmngenaxiom nicht erfüllt ist. 
Ich erinnere weiter  daran, daß das vorstehende Beispiel zu folgendem 
Zwecke  erdaaht war.  I& hatte a. a. C!.  das Axiom aufgestellt, 
{D)  aus MdN  und  NdP  folge  MdP,*) 
und es sollte durch das Beispiei belegt werden, da4 man Größen oder Mengen 
einführen könne,  die den  Aqui~aledorne~  uew.  folgen,  für  die aber b 
eben  genannte Axiom  nicht esfüllt ist.  Diesen Zweck kann man  durch eine 
einfache  Abänderung des  Beispiels erreiohen.  Es  genügt dazu, auch  den 
endlichen Bestandteil Mx, der  duroh Abtrennung der Teilmenge .H' von M 
übrigbleibt, da Teiimenge von bl den  und die Aquivdm wieder auf 
eine Ahnlichkeitstrandormation und die Obereinstimmung der Richtung zu 
gründen. 
Um die Gröee,  die sich so e&ibt, noch genau&'wi umschreiben, 
wollen wir feetaeteen, da8 
1.  alle  befrechtatan  Strecken  auf  Geraden  liegen,  die  parallel  einer 
X-Ah  v81:Irruffen; 
2.  die Endpunkte der Strwken rationale Absaissen haben soIIens);  , 
3.  nur die diejenigen pasallen Geraden als  von  Streckm in Be- 
kaoht kommen, die eine g-dcbe in rationalan/-  sohneideni so da%,  bei- 
Pufig bemerkt, unsere UröBenklawe abz;ählbar iet. Auf  die Qesamtheit der EO 
ehgefiih&n  Strecken  wollen  wir nun  die  Teilmengenaxiome üb&agm. 
ZWhet  bt  klar, daß  hier die Axiome I und JT  beide erfüllt sind. Das gleiche  -  '. 
s,  Mag  bedeutet:  gibt weder  eine Teilmenge  von  M, die aquivdent N  iet, 
nooh  eine Teilmenge von N,  die äquident df iet. 
9  die &@dem  &dena  auf Wohe  Abbiidung mit ratiden Ko- 
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gilt aber auch noch von den folgenden a. a. 0.  über Teilmengen aufgestellten 
Axiomen : 
111.  Die Komplementärmenge von MI ist wiederum M'. 
IV.  Die  beiden Komplementarmengen M' und M,  einer Menge M sind 
fremde Mengen  (d. h. ohne  gemeinsame  Teilmenge). 
Bestehen bleibt außerdem auch das Axiom I jvon  5 3, nämlich 
V.  Ist M'tM und M -X,  so folgt daraus notwendig die Existenz einer 
Menge N', für die zugleich gilt 
N'tN  und  M'-N', 
und dies ist dasjenige Axiom, das für die gesamten Beweisführungen an vor- 
derster Stelie steht. 
Nicht bestehen dagegen bleibt das Axiom V von  8 2, daß nämlich zwei 
fremde Mengen P urd Q stets eine und nur eine Menge M bestimmen, deren 
komplementärmengen sie sind.  (Es versagt z. B.,  wenn  die beiden Mengen 
P und Q auf  vemchiedenen Geraden liegen.)  Es ist auch klar, daß diesem 
Axiom, das in der Mengenlehre die Erzeugung einer neuen Menge aus zwei ge- 
gebenen fordert, also ein Exiatenzaxiom ist, eine wesentlich andere Stellung 
pukommt wie den vorstehenden  '). 
.  :  Für  die Beziehungen zweieq Strecken der so umschriebenen Größenben 
liegen hig"nde Möglichkeiten vor: Man kann zwei unendliche Streoken, mei 
endlibe, sowie eine  endliohe und eine unendliche, miteinander vergleichen. 
Wir  fasen.  memt den Fall ins Auge, daß beide Strecken gleichgerichtet sind. 
Man  hat dann die vier Möglichkeiten 
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und hat irn ereten und vierten Fall offqbar die Beziehung  -  MaN; 
itn Weiten und dritten dagegen 
.  MbrJ  oder  McN.  - 
&reckesn  einer und derselben Richtung ist &o  der  M dN Üb~]:haupl 
ausgeschlossen, genau wie für die lüasse der Gendlichen Mengen. 
3 Von  meinem  hieejgen  Koflegn Hellinger wurde  ich:  dsrauf  Bifmerlresm  ge- 
macht,  deß man ßewkee Mengen  von 8treokep  ale:Objektew einfiihren kmn, da 
für sie dae obige Exiebnzaxiom ebenfslle in  Kratt bleibt.  . Axiomatik der Größear und  Mengen. 
I,  Geht man Zu  zwei Strecken M  und N  entgegengesetzter Richtung über, 
80 ist klar, daß für sie offenbar in jedem Fa11 die Beziehung 
MdN 
erfüllt ist, da ja  die Aquiva~enz  auch die Ubereinsti-ung  der Richtungen 
einschließen soll. 
Wir  prüfen nunmehr, welohe Folgerungen Bioh 
MdN  und  NdP 
in den einzelnen LFäilen ergeben. Gemäß  dem Vorstehenden kann die Beziehung 
MdN auf folgende vier Arten realisiert sein 
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und analog haben wir für NdP die Mögliohkeiten 
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Wh  können  dann  miiohst kombinieren 1  mit 1,2  mit 2,3 mit  3  und 4  mit 4, 
und erhdten in den  F&n  die Beziehung 
MaP ; 
ebene0 können wir kombinieren 1  mit 3,2 mit 4,3  mit  1, 4 mit 2, und finden 
hierfür die Beeiehqen 
MbP  und  MoP, 
namli&MbPfür(13)und(24)undYoPf&r(31)und(42).  InkeinemFalles 
aber erhalten wir 
MdP , 
oder kürmr ausgdrüokt: 
Aus  (dd)  folgt a oder b oder G, aber niemak d . 
D&  ist der ?bengen-  Zweck erreicht.  Unser Beispiel genügt den 
Gmtliohen ob*  über ~~il~a~en  aufpufen  Axiomen und zeigt duroh seine 
EjgBnart wied-  den  &oma,tischen  Charakter  der a. a. 0. aufgeetel1t.m 
und oban wiedwholten Forderung D  '1. 
6)  ~i~ F-  ws]ohe  =deren  Folgmngen aui, den in  Ei  2 (8. 8.0.)  bdmohteten 
V~~ä.Pf~ngen  doh ziehen laaaen, mag hier  außer  B~~ht  bleiben. 
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Unser Resultat ist noch aus einem andern Grunde bemerkemwert.  Es 
nimmt einer von mir a. a. 0. benutzten S~hldwendung  die Beweiskraft.  Ich 
habe nämlich dort (8.181) behauptet, daß aua den Prämieaen 
MdN  und  NdP 
weder  MbP noch  McP folgen  könne, und  zwar auf  Grund folgender Er- 
wägung.  Die Beziehungen MdN und NdP können auoh in die Form 
NdM  und  PdN 
geaohrieben werden.  Würde nun aus MdN und NdP  der Schld  MbP Mg- 
lich sein, so müßte wegen der vorstehenden umgekehrten Schreibweise auch 
der Sohluß  Pb  M mögiich sein; aber M  b  P und  Pb  M widersprechen einander. 
Dieser eben wieder benutzte, aber offenbar unmililseige Schluß galt mir 
damals  ale evident.  Worin liegt die Erkläsung? In dem Tatbestand, auf den 
ich a. a. 0. gerade mit allem Nachdruck hingewiesen habe, daß man nämlioh 
aus rein  negativen  Behauptungen  ohne weiteres überhaupt  keinen  Schluß 
ziehen dürfe -  was aber eben dooh wieder geschehen ist.  Die obige Umkehr 
der Schlußweise hat nämlich  nur  eine formale,  abo inhaltloee Bedeutung. 
Die Beziehungen MdN und NdP  sagen zwar in rein negativer Hineicht d8s- 
aelbe aus: aber die Objekte M und N brauchen in die negative Beziehung 
MdN keineswegs inhaltlich Whwertig oder symmetnisch einzugehen. Wenn 
sie aho benutzt werden können oder sollen, um aus ihnen und einer gleiohfaiis 
negativen Beziehung NdP eine Beziehung zwischen M und P abdeiten, so 
kann eehr wohl die sonder&  der Objekte M und N sowie N und  P für die 
zdtierende Whug  bestimmend in frage kommen.  Oder  anders aus- 
gedrückt: Eh  rein  negatives Verh'ältnia zwischen  zwei Objekten M und M 
kam durch die Eigenart von M und N  sehr mannigfach begründet sein, und 
gerade  deshalb  versagt bei  dex  Kombination  zweier  solcher  Beziehuna~en 
die Möglichkeit lo@ez  Folgen,  und macht also,  falb einrleutige Polge~ 
gerrogen zowde*  80l.b~  deren axiomathche Aufstellung nötig. 